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Vorwort 
jnr (läjteit Auflage. 

^ 

l i m ben berechtigten Sünfä)en mn Sämännern 9?ed)mmg $u trogen, 
nb in ber neuen Auflage bes- vorliegenden S3er)rBucheö mehrere ?lbfchnitte 
iner gänzlichen Umarbeitung unterzogen toorbeu. Snbem in ber $)avftemtug 
I r größere Sürze unb SSiinbtgteit geborgt iimrbe, mußte iuSbefonbere auch auf 
ftffere ©fteberwtg des Setjrftoffe«, auf bestimmtere Raffung der Sehrfä&e und 
Sufgaben, auf strengere iöeiveisführung, unb Ijte unb ba auf angemeffene ©r* 
Weiterung be6 Oichaltes bedacht genommen toerbeu. 

bezüglich ber SluSfübruug ber ißeioeife fuchte ich z^Me*" i e n e n tnaflje* 
niafifchen Lehrbüchern, luetche biefelben ben Schülern bis in bie ffemffen (Ein-
leln^eiten in vofistanbig aufgearbeiteter %oxm vorführen, unb denjenigen, loetche 
pur ein hcuri"tifd)eS ©erippe biefer SeVoeife bringen, bie SO t̂tte zu Ijalten. 
!"öie Söetoeife toerbeu, je nachdem es z u m 23erftänbniffe erforberlich erfcheint, 
bald ausführlicher gegeben, batb nur augedeutet; in jedem gälte aber wirb 
auch minder befähigten Schülern bie SSorÖereitung und SSSieberljofung möglich 
gemacht, ©aj? in ber ißehanbtung nicht durchaus bie'el&e ©leichförmigfeit 

; vorljerrfcht, rührt auch von dem Umftanbe her, ba§ das Sehrbuch für drei 
• klaffen unferer ©tjmnafien bestimmt ist und batjer Schülern auf berfchiedenen 
Slltersftufen und bei verfchiedenem gortfchritte mattjematifcher ©rtenntmö ge= 
nügen fott. 

!*Die ^arattelencheorie umrbe bollftänbig umgearbeitet; fie ftü^t fich auf 
den ©rundfa^: ioenn jtoet gerade Linien mit einer unb berfet&en dritten pa* 
rottet find, fo find fie auch unter einander parallel. 

5Dfe Slufnahme einiger ©rundtetjren der neueren (Üeometrie und deren loenn 
auch befchränfteWnioeubimg bei ber Söfung ber Serü^vungöprobleme des tetfeö 
dürfte bei der immer mehr anerkannten SOÖichtigfeit btefeö ©egenftanbes von 
bieten als eine nriflfommene Bereicherung des Jnt)a(teS angefeljen werben. 

'"Die ßeljren von ber StuSmeffung bes EreifeS unb ber runben ftörper er> 
hielten eine ftrengere -©egrünbung; jeboch glaubte ich auch überall tvemgfiens 
anbeuten zu fotten, ivie fich bie bezüglichen 9?efultate aus ber SBorfiefliing des 
Greifes als eines regelmäßigen SMetecteS pou unenblich vielen Seiten gang 
einfact) herleiten taffen, loeit von biefer SBorfteÜungStoetfe, ioenn fie auch eine 
fchärfere togifd^e ^ritil nicht a n h ä l t , in ber l e e r e n ©eometrie boch nicht 
leicht Umgang genommen wevbett ftmn. 



IV 

©ie ©egriffe der trigonoinetrifchen gunctionen Würben junnchft für fpifee 
SBinfel am rechtioinftigen ©reietfe entwitfeli, unb fobann mittelft ber £>ar* 
stettuuß am Greife für beliebig grofje Siufet erweitert. 

On der fphärifcheu £rigouomeh'te unb anan)tifä)eu ©eomeirle Ijabe ich leine 
a?eranloffung gefunden, größere Verä'nbermtgen vorzunehmen. 

©a bie fljeorettfche ^rtenutniö mit prattifcher Uebnng §cnib in §anb 
gel)"" fofl, habe ich namentlich auch auf die SluSwaljt unb Slnordnuug der 2Iuf= 
gaben alle Sorgfalt verwendet; (Sonftructiouö* und SKechnungSaufgabeu ftub 
gefchteben, von ben elfteren bie «ubeftimmten ben bestimmten VorauSgefchicft 
roorben. ©en fchmierigeren fowie jeneu SUtfgaben, loelche tyäufig als ®estanb= 
fheite des Spftemö angefeljen Werben, ist bie SBjwtg beigefügt; bei leichteren 
Slufgaben Ijabe ich bie Sfnsführung entweder vollständig bei* SelbfttljättgEeii 
des Schülers übertaffen, ober, wo es nöthig erfchien, auf bie Sä($e b)iu* 
gewiefen, in benen bie SKittet jur Stufföfitng enthalten fiub. 

Ob bie vorgenommenen Veränderungen auch Verbefferuugen fiub, überlaffc 
ich dem billigen Urtr)eUe von g-achmttnuern, die mindestens mein aufrichtiges 
Streben, bie Mängel ber früheren Sluflagen biefeö SehrbncheS möglichst 311 
befeitigen, nicht Verleimen Werben. 

® r a z , im November 1865. 

£)cr SScrfnffer. 

Bnrwnrt 
j u r z e h n t e n A u f l a g e . 

"Die zehnte Auflage ist im Wefentiichen mit ber achten unb neunten gleich* 
lautenb; neu finb nur bie ju>ei trigonometrifchen Slufgaben in §. 383 unb 
§. 385, bie mir Von einem fel)r verehrten ßoUegeu unb greunbe $ur 2luf= 
nähme in das ©uch empfohlen würben. 

© r a z , im Sluguft 1869. 

"Der SSerfnflfcr. 

ik 
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(Ein le i tung . 

§. 1. l&Jröjjen, welche [ich im SRamnc ausdehnen, Ijeljjen Waumgröfjen. 
Die 9Iuöbef;nunß im Mannte findet nach drei jjrtuptricbtungen ftatt: 

tili die Sänge, ©ret te und §81? e ("tiefe, Dicie), 
§. 2. (Sin nach alten Seiten hin begrenzter "Raum wirb ein Körper ge* 

nannt ©in Körper $}<xt drei SluSbebnungen, nämlich Sänge, ©reite und £oi?e. 
•Sie ©renken eine* Körpers ljei§en flächen, mm fläche hat mir jwei 

felusbehuungen, nämlich Sänge und ©reite. 
Die ©renjen einer gläche heißen Sinien. ©ine Sinie fjat nur eine 9lu$* 

ibelmung, nämlich Säuge. 
Sie ©renjen einer Sinie heißen ^ßuncte. ©in ^ßunct ist ohne alte ~"ut*< 

befnmng und bafyn feine 9?aumgröjje. 
§ 3. SttSenu [ich ein ^unct im Staunte fortbewegt, fo befd&reibt er eine 

V*inie. ©ewegt fich eine Sinie im Stemme in einer andern Dichtung, als tu 
[ich felbft ober in ihrer Verlängerung, fo entsteht eine fläche, ©ewegt fich 
eine fläche iu einer andern Dichtung, als in fich felbft ober in ihrer ©rwei' 
ierung, fo entsteht ein Körper. 

ß̂uncte unb Sinien finb nur in der Vorstellung möglich und laffen fich als 
folche nicht fichtbar darstellen; die ^Juncte unb Sinien auf dem Rapier find 
nicht wahre "ßuucte unb Sinien, fonbern nur 3 e ^ e u derfelben. 

§. 4. S0?an untevfchetbet gerade unb frumme Stufen. 
Die gerade Sinie, auch bloß ©erade genannt, ist eine ©runbbor* 

ftelluttg und baljer feiner, strengen ©rflärung fähig. 2luf der VcrfteÜung 
rev geraden Sinie beruhen folgende ©rundeigeufchafteu derfelben: 

1, 3wifä)en zwei ß̂uucten ift nur eine gerade Sinie möglich. Durch jtoei 
ßuuc te wirb daher eine, gerade Sinie der Sänge unb der Sage 
nach votlfommen bestimmt. 3wei gerade Sinien, welche gwei "puncte ge= 
meinfchafttich haben, bilden eine einzige gerade Sinie. 

2, Die ©erade ift die ffivje.fte Stute, Welche jttnfdjen zwei "Puncten ge­
bogen werden fann. Sie dient baljer ba^n, die Entfernung oder den 
Stbftanb jweiev ßuucte von einander ju bestimmen. 

3, £wei gerabe Sinien tonnen fich nur in einem ßuucte treffen ober 
durchfchneiden. Der gemeinschaftliche ß̂unct jtoeier Stuten heißt chr 
DurchfchntttSpunct. 

(Sine Sinie, welche an% geraden Stufen jufauimengefefct, aber felbft nicht 
gerade ift, wird eine gebrochene Sinie genannt. 

Sine Sinie; von der fein Stbeit gerade ift, heißt frumtn. 
©in $unct wird durch einen ©uchftabeu bezeichnet, ©tue Sinie wirb baburch 

bezeichnet, bajj man £ti>ei oder mehrere ßuucte, die in chv liegen, andeutet. 
Mocnik, ©«ometrie, io, «uft, 1 
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S 5 <Die Rächen werben in ebeneatnb g e f r ü m m t e eingeteilt. 
I'tne ebene fläche, auch blojj e b e n e , ift eine gla'che, bei tvetcher jeb« 

©erabe, welche 3Wet ?uncte der Piche verbindet, ganz *" diefelte faßt, 
©ine fläche, von der Fein STheit eine @bene ift, heifjt eine gefrihnuUe 

3e*be begrenzte flache wirb eine g t g u r genannt, ©ine ebene ftigiiv ||t 
entweber g e r a d l i n i g ober f r u m m l i n i g , je nachbetn fie von geraden ober 
frommen Linien eingefchloffen Wirb. 

£)ie öinien, von denen eine gigur begreift Wirb, nennt mau die Seiten 
berfelben, unb die Summe aller ©renztiuien ben U m f a n g , £>ie ©rcfje tei 
fläche, welche eine gigur einfchtie^t, wirb der g l ä c h e n i n h a t t der ftigw 
genannt. 

§. 6. 3ftan unterfcheibet ecftge unb r u n d e Körper. 
Sin ftBrpet l)ei§t ecfig, wenn er von lauter ©benen begrenzt, ruitb, 

wenn er nicht von lauter ebenen, fondern entweder bloß von gefrümmten, ober 
theilS von ebenen, t^eilö Von gefrümmten flächen eingefchloffen wirb. 

£)ie Summe alfer ©renzflachen eines Körpers nennt man beffen Ober* 
fläche, unb ben von ihnen eingefchloffenen SRaum ben Ä B r p e r i n l j a l t oder 
(Subi t inha l t . 

§. 7. ©ine ©röjje meffen heißt unterfuchen, rote oft eine andere als U< 
fannt angenommene ©röjje berfelben 2lrt in iljr enthalten ift. 

3ebe SRaumgrÖie farni nur durch eine g l e i cha r t i ge 9?aumgi'ßge gemeffen 
Werden, ulfo eine Öinie nur durch eine Cinie, eine fläche nur dura) eine fläche, 
ein Körper nur durch einen £tfrper, 

S)ie als befamtt angenommene ©rßjüe ~E?et̂ t bie © i n t ) e i t , bie &a% welche 
angibt, wie oft bie Einheit in ber JU meffenben ©röjje enthalten ift, die 9ttafj= 
%<${, unb die benannte 9ftafoa!?( bei Linien die S ä n g e , bei Stächen und 
Körpern der Snl ja t t . 

§. 8. ©ie ©eometrie betrachtet an den SHaum großen nicht nur bie ©röjje, 
d. i. das attajj der Ausdehnung, fonbern auch b i e g o r m ober ©ef t a f t , b. i. 
bie SIrt, Wie die einzelnen Steile an einander geordnet find, unb die Sage, 
d. i. die ©rÖ|je der Entfernungen von befannten Kumten, Linien oder 0(ächenv 

3wei 3?aumgrö§en tonnen gleiche @rö§e haben, aber in der $orm ver* 
fchieden fein; eben fo föunen jWei SRaumgröjjen gleiche gorm und Verfchiedeue 
©röfje haben. 

9?aumgröfjen, Welche biefelbe ©röfce haben, heilen gleich: 9?aumgrüben, 
welche biefelbe govm haben, heißen ähnl ich; Waumgröpen, Welche gleiche 
©röfje und gleiche $orm baben, nennt man congruenr . 

Um anzuäeigen, bog $toei ©rügen gleich find, wirb ba^wifchen das »eichen 
m (gleich) gefe|t; bie Slehnlichfeit wird burch bas Reichen oo (ähnlich) «nd 
die Kongruenz burch bie Verbindung beider Reichen, nämlich burch £3 fcon* 
gruent) auSgedrficft. *— v 

kongruente 9?aumgrü§en unterscheiden fich nur burch den Ort, au dem fie 
fich definden, unb muffen, Wenn fie über einanber gelegt Werben in allen <83e* 
grenzungen zu[ammenfallen, ober was baSfelbe ist, Sie muffen fich vo l l* 
l o m m e n betfen. ^ 

§. 9. 5Die SBiffenfchaft von ben 9}aumgröjjen, infofern an ihnen die 
fchaften des Raumes betrachtet werden, h«§t © e o m e t r t e . 
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£>ie Geometrie zerfällt in jioei §auptt^et(e: die P lan imet r i e unbSte* 
reometrie. 

£Me P lan ime t r i e oder ebene ©eometr ie handelt t>on ênen fffaum* 
Iferöjjen, welche in einet unb bevfelben ©bene liegen; die S te reomet r i e be* 
Bpäftigt ftch dagegen mit jenen JKaumgröjüen, die nictjt in einer einzigen @bene 
Biegen, fondevn fich ait<% noch außerhalb berfetöen ausdehnen* 

Bon diefen jtvei §auptabtl)eilungen fcheidet man einen STljeil aus, der fich 
B o n der ur'prünglitchen Betrachtung der Sftaumgröfjen nur in der Beljanblungs. 

itoeife babura) unterfcheibet, ba§ er an die Stelle der <£öuffructton (§. 10) die 
Riechnung fe^t. SMefer %ty\i ber ©eoraetrie t)eî t die Tr igonomet r i e . 

Öener Ütljeit ber ©eometrie endlich, welcher die Sage ber uerfchiebeuen 
•Paumgröjjen, unb zwar gleichfalls bura) bte Rechnung darzustellen fua)r, wirb 
Hie anat^tifche ©eometrie genannt 

§. 10. 3Me Geometrie errichtet iljr toiffenfchaftlicheö (Sebäube auf tem 
©runde von ©rftärmtgen, ©rmtbfä^eu und 5orderwigSfä'£en, durch Sehr? 

| fät^e, bie fie bewetft, unb Aufgaben, bie fie löst, burch 3 U i unb golg> 
Hjfee, bie fie an'd?tie(jt. 

©ine ©rf lärung ist bie Slngabe ber ioefentlichen Säfterfmate eineö Be* 
griffeS. 3m Leitern Sinne versteht man darunter bie Slngabe alles beffen, 
was bei einer folgenben (Sntwidtung ju ©runde gelegt wirb. 
I ©in © r u n d f a | ist ein Sa&, beffen Äßal̂ r̂ eit als von felbft einleuchtend 

^orauögefe^t wirb. 
©in S a | , welcher eine geometrifche S03ab)rt)eit ausspricht, deren SRichtigfeit 

nicht an unb für fich felbft einleuchtet, fondern erst begründet werben mufj, 
;4|eifjt ein geometrifcher Seljrfafc. £urch jeden folchen S a | wirb aus* 
Igefagt, bajj, Wenn einer ober mehreren "RaumgrÖjjen eine beflimmte ©igen* 
ifchaft zugefprochen wird, benfelben notwendig auch anbere bestimmte ©igen* 

Bchaften jufommen. @in geometrifcher l'ebrfalg bestet)t demnach im StUgemeinen 
aus jwei "tljeiten: aus einer B o r a u e f e | u u g , auch Slnnaljme ober Be* 
dingung, unb aus einer Behauptung ober Folgerung. Seder ttehrfafc 

Sebarf, um Don uns für wahr ertannt ju Werden, einer Begründung ober 
feines BeweifeS. 5Durch biefen mujj gegeigt werden, bajj wenn bie Boraus* 
jfefcung statt findet, notwendig auch bie Folgerung statt finben muffe, ©er 
[Beweis Eann manchmal unmittelbar aus ber (Stttärung ber SßorauSfejjung her-
penemmen werben, inbem man zeigt, bajj fchon in ber Vorauöfe^ung, wenn 
mau bie barin oorfommenben Begriffe zergliebert, auch bie Folgerung ent* 
halten ist; in ben .meisten gälten jeboch muß man fich babei auf andere, be* 

Ireits als wahr anerkannte Sä | e berufen, und es muffen häufig auch §>ilfs* 
i l in ien gebogen werden, um den ,3ufammenhang gwifchen den bekannten Seljr̂  
Ijäfeen und dem erst 31t begründenden Sajje ju ertenuen. £)ie Beweife finb 
lentweber birect ober inbirect . Bei einem birecten Bewerfe werden die 
[©rünbe, aus beuen bie SQBar)r̂ eit bes Safces h^twrgeht, unmittel&ar anae^ 
I geben; bei bem inbirecten Beweife aber wird auf die SBahrljeit einer Be* 
hauptung gefchloffen, indem man nachtoeifet, bajj bie Sinnahme der entgegen* 

\ gefegten Behauptung zu Folgerungen führen würbe, welche mit fchon als wahr 
\ erfanuten Sä|en in offenbarem SÖiberfpruch stehen. 

Unter ber Umlei tung eines fiet/rfafceS versteht man einen S a | , welcher 
bie 5öovauöf.e|ung -des ersten als Behauptung, unb bie Behauptung beS ersten 
als Borausfefcung enthält. Söenn ein Öehrfa^ toaljr ift, fo ift nicht immer 

| auch beffen Umfehrung-wahr; fie mufj befonberS betoiefen werben. 
1* 
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®ä>, loelche unmittelbar oder durch einfache ©chtüffe auö Vorhergehenden 
©afeen folgen, h ^ e » S 'ß t9e |ä^e . 

W a o t b e t a n f t Ä f f t « (Voftutot) tft die 3Iufftemmg einer Forderung, ; 

deren SflMtic&feit unb «rt der Erfüllung oljne weitere Slntoeifung einleuchtet, 
(Stac aeoinetrifche Aufgabe flicht die Forderung au«, ein g e » ' 

tri'djes ©ebilbe 311 ze i chnen , toelcheS gegebenen Beengungen entspricht. 
3ebe Slufgabe erforbert eine Stuftöfung, b. t. bie Angabe be$ ©erfahren«, 
wobnrcb bie in der Aufgabe verlangte Beiichnuug ober (Sonf t ruc t ion | 1 
gefügt wirb, ©ei der Sluftöfung der Aufgaben fommt e$ beinahe in allen 
5-äflen auf bie Bestimmung von gewissen Runden an, Von beren Sage die 
$igur abhängt, unb eö werden babei die berfchiedenen geometrifchen ßehrfäjje 
ju ©runde gelegt. S ie (Senftruction. erjcheint manchmal als unmittelbare 
golge eines bereits erwiefenen SehvfafceS, meisten« aber steht fie mit bemfefljtu 
nur in einem mehr berftedteu mittelbaren 3u[ammeuhange> oder beruhet gtiv 
auf der dembiuation meljrerer Seljr'a^e. Um bei ben Aufgaben der ersteren 
Slrt ju ber Slupfung zu gelangen, überlege man, ob nicht ein Sehrfa^ befamit 
ist, in welchem das in ber Slufgabe ©erlangte als Folgerung ausgesprochen 
Toirb; bie 35otan8~e^ung eines folchen Se^tjafeeS geigt fobann ben S&eg 3111; 
(Sonftructiou. 3n iebem $alte aber mujj ber (Sonftructioit eine verfttfnbige 
Seurcheilung ber in ber Aufgabe enthaltenen -Bedingungen borauSgeljen, welche 
durch bie "ogenannte geometrifche Slnalt/fiS wefentlich erleichtert wird, 
'Die Slnalbfis nimmt nämlich bie in ber Stufgabe berlangte Zeichnung ^ 
fertig an, unb untersucht bann an biefer ^igur ben ^ufammeichang 3Wtfchen 
ben gegebenen unb ben gefurchten Stücfen. Sinb nun an einer folchen f̂ igiiv 
zunächst diejenigen Sßuncte aufgefunben worden, welche unmittelbar durch die 
gegebenen Stücfe bestimmt Werden, fo fucht man bie Bejietnmgen auf, iß 
welchen 5U dtefen fchou bestimmten ^ßuneten bieienigen stehen, bie noch al" 
gejucht betrachtet roerben muffen, unb beren Slbhangigfeit von ben gegebenen 
Stücten eine mehr mittelbare ist; aus tiefen Begehrnis""" wirb man endlich 
durch Slnwenbung von geometrifchen 2ehrfä|en erfennen, wie bie gefuchtelt 
*ßuncte aus ben gegebenen gefunden werben tonnen. (sine ^onstructionSaufc 
^aU, welche nur eine einige Sluflöfung ober eine genau bestimmbare tfnzaljl 
von 9lupfungen zutäfjt, heijjt best immt; eine Aufgabe, weiche unenblich viele 
Stuftßfungen gulä^t, ^eift unbest immt. £ur Sluflöfung ber unbestimmte!! 
Aufgaben bienen inSbefonbere die geometr ifchen D e r t e r , b. i. B 
welche bie ©igen'chaft haben, ba& ade darin liegenden $mute , aber auch mir 
biefe, einer bestimmten Bebingung ©enüge teiften. £>ie geometrifchen Derter 
finb aber auch ein Wichtiges Hilfsmittel für bie U]m\a bestimmter Slufaaben, 
weil bie babei verlangten "ßuncie meistens burch den ©urchfchnitt zweier S 
nien, bie man als geometrifche Derter betrachtet, erhalten werben 

J n vielen SaUen wirb mau &um auffinden b n Sluflöfuna ou'cb burch bie 
Ana log ie mit einer fchon gelösten Aufgabe, oder durch die 3?ebuct ton auf 
eine einfachere Aufgabe geleitet. 

M bie SlnalbfiS einer Slufgabe gehörig durchgeführt Worden, fo unterliegt 
die S o n f t r u c t t o n ferner Wetteren Schmierigst ; m a n }>Xam babei nur ü 
SlnalbfiS Schritt für Schrtt hu folgen, und die W , $L™£ ! " 
mung der durch die Slufgabe verlangten gigur nöchig find, genau n-berOrd< 
nnng aus einander abzuleiten in Welcher | in der Snalbstl ^ flefle6" mx 
aus einander folgend nachgemiefen wurden, a ^ ^ e n oi>^ 
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töun bedarf es noch des SÖeroeifeS, baß durch die ausgeführte (Eon* 
.vftructtott niirtlich allen in der Aufgabe gestellten Anforderungen entsprochen 
Stoerde. SDiefer ergibt fich meisten« aus der (Sonftructiou felbft, ober au$ aus 

der SlnalijfiS, indem man in beut auattjttfchen @nttoicfrungSgaiige jitrÜcffchrei» 
Send, die ©chlüffe, tute fie in der Slnatr/fiS an$ einander hervorgehen, im 33e= 

toeife gerade in umgefet)rter Ordnung auf einander folgen lägt. 
3ur ücüftänbigen Durchführung einer Aufgabe gehören demnach vier 

StucEe: die Aufgabe felbft, die 21naU;fis, die StuftBfiing oder Gion* 
K t ruc t i on und der Jöetoeis. 

Die $nau)fi8 ist nicht uothtoeiibia, wenn die Erfüllung der durch die Stuf* 
«gäbe gestellten Forderung bereits als Ofotge belannter 33orauSfel;iungen in einem 
•früheren Seljrfafce auödrüctlich enthalten ist. 

Stufler den geometrifchen €onstructionsaufgaben gibt es auch geome = 
R r i f c h e 9?echuungöaufgaben, d. i. 2lufga6en, njetche fich auf die 33e= 
Rechnung geometrifcher ©röfjen mit §itfe ber £afy begehen. 

(Sin ^nfafe ist ein Safj, der in einem ©runbfaije, oder in einem betote* 
I feiten Sehvfafee, oder tu einer aufgelösten Aufgabe, oder tu bem beigefügten 

SBetoeife 0um XfytkX fchon enthalten ist, oder aus benfelben leicht abgeleitet 
to erden fann. 


